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<== Возврат к содержанию раздела
1.3   Методы численного решения систем уравнений

Технологические и механические расчеты машин и аппаратов, расчеты систем автоматического регулирования, собственных колебаний конструкций, равновесных концентраций гомогенных химических реакций нередко требуют решения нескольких нелинейных уравнений. Системы уравнений вида 
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, i = 1,2,...,n приходится решать при поиске экстремумов функций 
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. К решению систем линейных уравнений сводятся задачи приближения экспериментальных зависимостей аналитическими функциями, решения систем нелинейных уравнений, дифференциальных уравнений в частных производных.

Постановка задачи: Найти такие действительные числа
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одновременно обращаются в тождества.  Другая форма записи системы (1.1):     
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Соотношения (1.1) - (1.2) - это запись системы уравнений в нормальном виде.   

Наиболее популярные численные методы решения систем уравнений: метод простых итераций, метод Зейделя (используются для решения как систем линейных, так и нелинейных уравнений), различные модификации метода Гаусса (для решения систем линейных уравнений), метод Ньютона (для решения систем нелинейных уравнений). 

1.3.1   Порядок применения методов простых итераций и Зейделя
Исходная система преобразуется к эквивалентному виду: 
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 и т.д.). Выбираются начальные значения неизвестных: 
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, i=1,2,...,n и реализуется итерационный процесс вычисления приближений к решению системы по правилам:

метод простых итераций - 
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метод Зейделя -
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Условие прекращения процесса: 

для систем линейных уравнений  –       
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для систем нелинейных уравнений –    
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(( - заданная точность решения), при этом 
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Отличие метода Зейделя от метода простых итераций: при вычислении x2(k+1) вместо x1(k) используется только что вычисленное значение x1(k+1); x3(k+1) вычисляется уже с использованием  вычисленных в текущей итерации значений x1(k+1), x2(k+1)  и т.д. Такой прием позволяет увеличить скорость сходимости итераций, т.е. обеспечить выполнение условий (1.3)-(1.4) при меньшем значении k. Преимущество метода Зейделя в скорости тем больше, чем больше порядок рассматриваемой системы.

Достаточное условие сходимости итерационных процессов: 

1) функции 
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2) начальное 
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3) во всех точках окрестности одновременно выполняются неравенства                                                           
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Пример.  Решить систему методами простых итераций и Зейделя.
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Метод итераций: 
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Метод Зейделя: 
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В вычислительной практике методы простых итераций и Зейделя применяются для решения систем нелинейных уравнений сравнительно редко – когда порядок системы не превышает 3. С увеличением порядка становится все сложнее проверять условие сходимости итераций, т.е. формировать и решать систему нелинейных неравенств (1.5). Гораздо чаще эти методы применяют для решения систем линейных уравнений: 
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где 
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Наиболее простой способ преобразования уравнений линейных систем к эквивалентному виду: 
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i

x

a

b

a

x

x

x

x

j

ij

n

i

j

j

i

ii

n

i

i

,...,

2

,

1

),

(

1

)

,...,

,

(

,

1

2

1

=

S

-

=

j

=

¹

=

, тогда итерационный процесс решения системы примет вид: 

для метода итераций (Якоби) – 
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для метода Зейделя –
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Поскольку  
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т.е. диагональные коэффициенты матрицы системы по абсолютной величине должны превосходить сумму абсолютных величин всех других коэффициентов соответствующего уравнения.

При решении линейных систем обычно принимают xi(0) = 0, i = 1,…,n.
Пример. Решить систему методами Якоби и Зейделя. 


[image: image32.wmf]î

í

ì

=

+

-

=

×

+

-

;

2

3

;

3

2

2

1

2

1

x

x

x

x

 (  
[image: image33.wmf]î

í

ì

-

=

×

+

-

=

+

;

3

2

;

2

3

2

1

2

1

x

x

x

x

   (  
[image: image34.wmf]î

í

ì

-

=

-

=

;

2

/

)

3

(

;

3

/

)

2

(

1

2

2

1

x

x

x

x

   
[image: image35.wmf].

0

)

0

(

2

)

0

(

1

=

=

x

x


Метод Якоби:
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Метод Зейделя:
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1.3.2   Метод Гаусса

В отличие от методов Якоби и Зейделя, которые относятся к группе итерационных, метод Гаусса - прямой метод решения систем линейных уравнений. С его помощью можно получить абсолютно точное решение системы (без учета ошибок округления, свойственных ЭВМ). В основе метода Гаусса лежит идея последовательного исключения неизвестных из уравнений системы. 

Наиболее распространенная схема решения систем вида (1.6) методом Гаусса предусматривает два этапа: прямой ход, в результате которого матрица системы преобразуется в треугольную, и обратный ход - вычисление неизвестных, начиная с xn до x1. Прямой ход начинается с вычисления для системы (1.6) множителей   mi(1) =-ai1/a11,  i=2, 3,…, n и сложения каждого i-го уравнения с первым, умноженным на  mi(1). Система примет вид  
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где aij(1)=aij+mi(1)(a1j; bi(1)=bi+mi(1)(b1; i = 2, 3,…, n;  j = 1, 2,…, n; т.е. неизвестное x1, будет исключено из всех уравнений, кроме первого. Аналогично x2 исключается из всех уравнений, кроме 1-го и 2-го, x3 - из всех, кроме первых трех и т.д. При исключении xk  формируются множители 
mi(k) =–aik(k-1)/akk(k-1);  i = k+1, k+2,…, n и производится пересчет значений aij(k)=aij(k-1)+mi(k)(akj(k-1); bi(k)=bi(k-1)+mi(k)(bk(k-1); i = k+1, k+2,…, n; 

j = k, …, n. После исключения xn-1 из последнего уравнения система примет вид
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т.е. ее матрица станет треугольной.

Обратный ход:
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Пример. Решить систему методом Гаусса: 
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Прямой ход: 1) Исключение x1 из 2-го и 3-го уравнений:  m2(1) =-a21/a11=2/1=2; 
                       a21(1)=a21+m2(1)(a11=-2+2(1=0,    a22(1)=a22+m2(1)(a12=1-2(3=-5,    

                       a23(1)=a23+m2(1)(a13=-1+2(2=3,    b2(1)=b2+m2(1)(b1=3-2(5=-7;

                       m3(1) =-a31/a11=1/1=1,                 a31(1)=a31+m3(1)(a11=-1+1(1=0,

                       a32(1)=a32+m3(1)(a12=-2-1(3=-5,    a33(1)=a33+m3(1)(a13=3+1(2=5,

                      b3(1)=b3+m3(1)(b1=0-1(5=-5:       
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2) Исключение x2 из 3-го уравнения: m3(2) =-a32(1)/a22(1)=-5/5=-1,

a32(2)=a32(1)+m3(2)(a22(1)=-5+1(5=0,   a33(2)=a33(1)+m3(2)(a23(1)=5-1(3=2,

b3(2)=b3(1)+m3(2)(b2(1)=-5+1(7=2:  
[image: image51.wmf]ï
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Обратный ход: x3=2/2=1,  x2=(-7-3(1)/(-5)=2,  x1=(-5-2(1+3(2)/1=-1.

Довольно популярен алгоритм решения систем линейных уравнений, основанный на схеме метода Гаусса без обратного хода: при исключении неизвестных матрица системы преобразуется не к треугольному, а к диагональному виду. Для  этого выполняются следующие действия:

-  цикл по k=1, 2,…, n; 

-  цикл по i=1, 2,…, k-1, k+1,…, n;

-  внутри цикла по i: m=-aik/akk,  aik=0,  bi=bi+m(bk; 

-  цикл по j=1, 2,…, k-1, k+1,…, n;

-  внутри цикла по j: aij=aij+m(akj; 

-  окончание циклов по j, i, k.

Вычисление неизвестных: xi=bi/aii в цикле по i=1, 2,…, n.

Замечания: 1. Метод Гаусса можно применять при условии, что все диагональные коэффициенты матрицы системы ненулевые. 

1. Если в процессе исключения неизвестных какой-либо диагональный коэффициент обратится в 0, значит одно из уравнений системы является линейной комбинацией других и рассматриваемая система вырождена. 

3. Область применения Метода Гаусса шире, чем итерационных методов: с его помощью можно решать системы, для которых не выполняется достаточное условие сходимости итераций (1.7).

Рекомендация: При решении систем линейных уравнений методом Гаусса на ЭВМ для уменьшения ошибки округления уравнения следует переставить таким образом, чтобы диагональные коэффициенты матрицы системы были наибольшими по абсолютной величине в соответствующих столбцах. 

1.3.3   Метод Ньютона

Метод Ньютона - наиболее популярный численный метод решения систем нелинейных уравнений. Он предусматривает выделение из уравнений системы линейных частей, которые играют определяющую роль при малых приращениях аргументов. В результате решение системы нелинейных уравнений сводится к решению последовательности систем линейных уравнений. 

Рассмотрим схему метода Ньютона на примере системы двух уравнений, приведенной к нормальному виду: 
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, и предположим, что функции f1(x1,x2) и f2(x1,x2) непрерывно-дифференцируемы в заданной области изменения значений x1, x2 и начальные значения неизвестных x1(0),x2(0) принадлежат этой области. 

Выделение линейных частей уравнений системы осуществляется путем разложения функций f1(x1,x2),  f2(x1,x2) в ряд Тейлора в окрестности имеющегося приближения к решению системы (x1(k),x2(k)), k = 0,1,… и отбрасывания слагаемых второго и более высоких порядков: 
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Решением этой системы линейных уравнений (например, по правилу Крамера), будет следующее приближение к решению исходной системы (x1(k+1),x2(k+1)):  x1(k+1)= x1(k)+(1(k)/ ((k), x2(k+1)= x2(k)+(2(k)/ ((k), где
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Новые приближения вычисляются до тех пор, пока не выполнится условие: 
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. Решение исходной системы с точностью ( будет найдено, если все последовательно формируемые системы линейных уравнений будут невырождены, т.е. ((k)( 0, k = 0,1,… 

Пример. Решить систему методом Ньютона 
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          При использовании метода Ньютона для решения системы (1.1) придется последовательно формировать и решать системы линейных уравнений:


[image: image68.wmf],

)

,...,

(

)

(

)

,...,

(

...

)

(

)

,...,

(

.......

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

)

,...,

(

)

(

)

,...,

(

...

)

(

)

,...,

(

)

,...,

(

)

(

)

,...,

(

...

)

(

)

,...,

(

)

(

)

(

1

)

(

)

(

)

(

1

)

(

1

1

1

)

(

)

(

1

)

(

)

(

1

2

)

(

)

(

)

(

1

2

)

(

1

1

1

)

(

)

(

1

2

)

(

)

(

1

1

)

(

)

(

)

(

1

1

)

(

1

1

1

)

(

)

(

1

1

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

-

=

-

×

¶

¶

+

+

-

×

¶

¶

-

=

-

×

¶

¶

+

+

-

×

¶

¶

-

=

-

×

¶

¶

+

+

-

×

¶

¶

k

n

k

n

k

n

n

n

k

n

k

n

k

k

n

k

n

k

n

k

k

n

n

n

k

n

k

k

k

n

k

k

n

k

k

n

n

n

k

n

k

k

k

n

k

x

x

f

x

x

x

x

x

f

x

x

x

x

x

f

x

x

f

x

x

x

x

x

f

x

x

x

x

x

f

x

x

f

x

x

x

x

x

f

x

x

x

x

x

f

k=0, 1,…  Для их решения обычно используется метод  Гаусса, т.к. вероятность выполнения для всех этих систем достаточного условия сходимости итераций (1.7) весьма невелика.

Алгоритм метода Ньютона, предусматривающий формирование и решение подобных систем линейных уравнений  до выполнения условия
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, много сложнее алгоритмов методов простых итераций и Зейделя, но он применяется в вычислительной практике чаще, поскольку не требует формирования и проверки выполнения условия (1.5).

<== Возврат к содержанию раздела
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